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0.2 Informacoes

Por favor, se vocé usar o método medieval para entrega desta lista, em papel,
prenda esta folha de rosto na solugao desta lista, deixando-a em branco. Ela
serd usada na corregao. Se vocé quiser entregar o trabalho eletronicamente,
acesse a pagina da disciplina em

http://www.sobralmatematica.org

e procure o link “entrega de trabalhos”. Por favor , siga as instrugoes sobre
nomes de arquivos:

varcom mat_seunome XX.pdf
XX é 05 para esta lista, e pdf € o tipo de formatacao que vocé der ao seu trabalho.

Data da entrega da lista: dia 26 de Margo, quarta-feira. Se o trabalho for
feito em equipe, cada aluno deve entregar o seu porque a entrega do trabalho €
o registro de sua freqiiéncia, quem nao entregar o trabalho na data certa tera
falta na semana.

0.3 Orientacao

O teorema de Green, chamado familiarmente (TG), tem interpretagao extrema-
mente simples que o tranforma numa generalizacao do Teorema Fundamental
do Célculo, o (TFC).

b
Que diz o TFC ? que se dF for uma derivada, entao [ dF = F(b)—F(a), isto

é a variagao de dF no intervalo [a, b] é a “diferenga de potencial” F(b) — F(a).

A novidade com o TG é que dF nao precisa ser um campo conservativo e
é af que temos o caso nao trivial! do TG. Em duas varidveis um diferencial se
escreve assim:

dz = P(z,y)dz + Q(z, y)dy (1)

Se houver uma fungao z = F(z,y) tal que

oOF oOF
e P(z,y) oy Q(z,y) ; (2)

Iporque quando F for um potencial, no TG d4 zero...



entdo a equacgao (1) é um diferencial exato, é um potencial e consequentemente
se calcularmos a sua integral ao longo de uma curva fechada o resultado é zero.
Se nao for acontece alguma coisa interessente e vamos ver as consequéncias disto
nesta lista.

Preciso da definicao de curva:

Definicao 1 Curva
Uma curva € uma funcao diferencidvel definida num intervalo da reta e com
valores num espaco vetorial.

Quer dizer que as fungoes de uma variavel real, diferenciaveis, do Célculo sao
curvas, mas em geral pensamos que o espaco de chegada tenha dimensao maior
do que 1, s@o os casos interessantes. Um exemplo comum, na figura (1), pagina
2, é o circulo unitario, o chamado circulo trigonométrico, vocé pode ver um

A

O circulo unitario

A derivada de um vetor posicaq

o sentidd natural do

percurso no circulo

unitario.
Figura 1: O circulo unitério

vetor posicao, (cos(t), sen(t)) que, derivado e translatado para para a posigao

(cos(t), sen(t)), corresponde a figura (1). A derivada de um vetor posi¢do mostra

o sentido natural do percurso no circulo unitario, a chamada orientagao positiva.
O parametro ¢ pode? estar no intervalo [0, 27]. Entdo um circulo é

[0,27] > t — (cos(t), sen(t)) = s(t) € R? (3)

2Pode, mas nio precisa, pode ser [0,27) ou [0, 47], pense no significado disto.



e o intervalo [0, 27| é chamado de intervalo de parametrizagio desta curva. Voce
pode ler mais a respeito em [1], ou qualquer livro com o titulo Célculo Avancado
o que tiver no indice o Teorema de Green.

objetivo: Objetivo curvas planas e integral de linha.

palavras chave:integral de linha, teorema de Green, integral de Cauchy,
potencial, Teorema Fundamental do Célculo.

0.4 Exercicios

Exercicios 1 Teorema de Green e de Cauchy

1. uma mudang¢a de varidvel A fun¢ao derivada da parametrizagdo do circulo
pode ser vista como uma mova curva também parametrizada no inter-
valo [0, 27] (vale muito pouco, geometricamente pensar nisto uma vez que
o resultado parece ser o mesmo). Mas podemos interpretar isto como
uma composicao de fungoes e vou tirar algum proveito deste resultado
geométrico initil. Veja a idéia na figura (2) pdgina 3. A fungao composta

u1

=

SN

Figura 2: Uma composi¢io de fungdes ou mudanga de varidvel

estd definida no primeiro circulo tomando valores em R.

(a) Quanto vale a fung¢do composta definida na figura (2), em cada ponto
do circulo ?



(b) Complete o circuito e defina agora uma fung¢do composta que parte
do intervalo de parametrizagao, [0,2w] e chega em R, portanto uma
funcao

[0,27] >t [s(8)] = f(t) 5 f:[0,27] = R (4)

Calcule a integral desta fungdo e analise o surpreende resultado de
termos aproveitado uma coisa inutil, noventa por cento da Matemadtica
se faz com aproveitamentos de coisas initeis bem aproveitadas...

2. Uma mudanga de varidveis. Considere a parametriza¢ao do circulo, equac¢do
(3). Em cada um dos casos abaizo temos uma funcdo definida no R?, por-
tanto elas podem ser restritas ao circulo e assim “deformam o circulo” em
outra figura (dependo do espago de chagada), mas via circulo elas definem
uma parametrizacdo da imagem deformada no intervalo [0,27]. Esquega
a imagem deformada que poderia ser obtida, ela pode ser construida por
um programa semelhante ao que fizemos para as imagens de retangulos
e circulos. Em cada caso calcule a integral da composta (uma integral
vetorial, como as derivadas, a integral de cada componente):

F(z,y) =2+ y° (5)

F(z,y) = (u(z,y),v(z,9)) ;uz,y) = 2> —y* ; v(z,y) =22y  (6)
F(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) ;u(x,y) = z? ; 'U(xvy) = y2 ( )
F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) su(z,y) =25 v(z,y) =~y (8)
F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) ;u(z,y) = 2° = 3zy*; v(z,y) = 32y — y19)
)
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