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0.1 Orientacao

objetivo: Derivagao complexa de fungoes de varidvel complexa.

palavras chave: derivada complexa,equagoes de Cauchy-Riemann, fungao
analitica, transformacao linear complexa.

Nesta lista eu vou comegar os trabalhos como se estivessemos no inicio do
semestre, considerando a perturbagdo ocasionada pela greve. O assunto que vou
considerar permite partir do que foi feito antes da greve como conhecimento
preliminar e vocé terd condigoes de fazer uma revisao ao mesmo tempo que
avangaremos.

Vamos estudar as derivadas das funcées complexas.

Uma funcdo complexa, de varidvel complexa, pode ser entendida como uma
funcao

f:R* —R?; f=(uv) (1)

uma fungao que tem duas componentes, u, v cada uma delas uma funcao real de
variavel real. O que vamos aprender nesta lista é que o conjunto das fungoes reais
bivariadas que podem ser consideradas complexas é um subconjunto préprio de
todas as fungbes bivariadas. Vamos descobrir a condicao Cauchy Riemann,
chamadas equacées de Cauchy-Riemann que caracterizam quais sao as fungoes
vetoriais de duas varidveis que podem ser consideradas de varidvel compleza.
O método que vamos usar para chegar a esta caracterizacao é o estudo
das transformacées lineares do R? que podem ser vistas como transformacdes
lineares de C em C, cairemos na condigdo de Cauchy-Riemann. Ora, como
as fungdes derivadas tem uma transformacdo linear tangente, vamos conseguir
usar esta caracterizagao das transformacdes lineares para definir o que é fungao
complexa com derivada complexa. Estas fungoes se chamam analiticas.

0.2 Exercicios
Exercicios 1 Derivacdo complexa

1. Escreva cada uma das sequintes fungoes complexas como um par de fungoes

fe)=  [f&) =
a)z b) 22
c)e* d) 22
e)sen(z) f) cos(z)
9) h)z

2. Funcgao linear complezxa

(a) No espago vetorial complexo C, mostre que uma fungdo definida por

f:C—C; f(2) =woz



em que wy = a+bi € um numero complexo dado, € uma funcdo linear,
(verifique as propriedades).

(b) Escreva a matriz da fungao linear definida acima, agora considerando-
a como funcdo linear de R? em R?, use a notacdo wy = a + bi e
caracteriza as relacoes entre a,b.

(¢) Equagoes de Cauchy-Riemann No item anterior vocé chegou ao re-
sultado seguinte: o conjunto das transformacées lineares de R? em
R? que podem ser vistas como transformacées lineares C em C em
um subconjunto préprio do universo de todas as transformacades line-
ares. Redija de maneira clara este resultado (escreva um teorema,).

3. Verifique quais das funcgoes definidas abaixo poderia ser uma func¢do com-
plexa de varidvel compleza:

f(.]?, ) f(ﬂl‘, ) -
a)(x? — 9%, 2xyi)  b) (22,92
c)(x,y) d) (z,-y)

4. Derivada Considere cada uma das funcgoes abairo. FEscreva a erpressdo
de cada uma delas como funcio R? em R? e calcule as suas jacobianas
(matriz das derivadas parciais). Sugestao, escreva z = x + iy

fB)= = [fB)=
a)z b) 22 zZ

c)e* d) 2* Re(z)
e)sen(z) f)cos(z) Im(z)

5. Em cada uma das derivadas, no item anterior, verifique quando as equagoes
de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas.

6. Poderiamos dizer que as equagdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas sem-
pre que tiwermos “auténticas” fungoes complexas, definidas por operacoes
“aritméticas” sobre os numeros complexos? Verifique isto e tente fazer
uma pequena redag¢ao a respeito. Procure a definicdo de funcao andlitica,
por exemplo em [8] e complete sua redagio.
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