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0.1 Exerćıcios

objetivo: Vamos ver que a derivada de uma função complexa obedece as mesmas
regras da derivação de funções reais.

Considere estas contas uma revisão do Cálculo onde aparece uma constante,
i, que nada mais do que uma constante, (sem complexos).

palavras chave:função complexa, derivada, parte real, parte imaginária,
função linear complexa, equações de Cauchy-Riemann, função anaĺıtica.

1. A função complexa mais simples seria a identidade,

f(z) = z ; x + iy 7→ x + iy (1)

Calcule o quociente de diferenças:

f(x + h + iy + k) − f(x + iy)

h + ik
(2)

e deduza que a derivada da função identidade é 1.

sugestão: f(x + iy) = x + iy

2. Calcule o quociente de diferenças para a função f(z) = z2 e verifique qual
é a sua derivada.

3. transformação linear do plano no plano Vamos mostrar que as transformações
lineares do plano complexo no plano complexo satisfazem as equações de

Cauchy-Riemann.

(a) Considere um número complexo ω = a + bi a tranformação

z 7→ ωz

é uma transformação linear de C em C, verifique isto.

(b) Expresse a transformação linear do item anterior como uma função
de R2 em R2, usando (a, b) para ω e (x, y) para z = x + iy.

(c) Calcule a matriz real da transformação linear complexa definida no
item anterior, portanto uma matriz 2x2.

(d) Verifique qua a matriz real da transformação linear complexa tem é
da forma

equações de Cauchy-Riemann

A =

[

a b

−b a

]

(3)
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(e) Considere uma função complexa f = u + iv, que também pode ser
considerada uma função R2 → R2. Num ponto em que função seja
diferenciável a sua derivada representa uma transformação linear,
é o coeficiente angular do objeto linear tangente. Verifique que a
expressão desta transformação linear, escrita usando a jacobiana de f

como função do R2 no R2, satisfaz às equações de Cauchy-Riemann.
Enuncie este fato como um teorema.

0.2 Eṕılogo

Como o conjunto das matrizes que satisfazem as equações de Cauchy-
Riemann é um subconjunto próprio do conjunto de todas as matrizes
(justifique isto), então o conjunto das funções complexas que tenham deri-
vada complexa (satisfazendo às equações de Cauchy-Riemann) é um sub-
conjunto próprio de todas as funções complexas. Chamamos estas, as que
têm derivada complexa, de funções anaĺıticas.
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