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Exercicios 1 O plano complezo objetivo: Conduzi-l@ a dominar as operagoes
elementares com niumeros e funcoes definidas em C. Parte significativa deste
trabalho é a representagio grafica dos ntimeros complexos, sendo bem feita @
conduzird a uma intuicdo significativa sobre estes nimeros.

A lista estd estruturada como um tutorial, cada questdo contribui para uma
compreensao da que vem depois.

As questoes discursivas tem o objetivo conduzi-l@ a ser um@ autor@ de
textos matemdticos. Escreva livremente.

Eu vou usar apoio computacional e vou incluir os programas utilizados dentro
do texto. Além disto vocé encontra os programas em [8] de onde vocé baizd-los e
portanto completar a sua cultura em programagao lendo os programas, rodando-
0s, e voltando a lé-los. Tudo que for utilizado é dominio piblico que pode ser
obtido na Internet gratuitamente.

palavras chave:representa¢iao geométrica dos complezxos, forma polar, con-
jugado, inverso, fungdes polinémiais, gnuplot, python.

1. produto

Solugao 1 (a) Vou logo fazer a segunda parte da questdo, porque ela
conduz a uma férmula. Tendo a formula eu posso escrever um pro-
grama em alguma linguagem de programagao e automatizar as contas,
o que vou fazer em seguida.

Calcule o produto dos nimeros complexos

z=a+if; w=vy+1id (1)

e escreva a férmula do produto mostrando como obter a parte real e
a parte imagindria.

2w = (a+1i8)(y +i6) = (2)

= ay +iad +ify + B6i* = (3)
=ay+iad +ify+ Fo(—1) = (4)
= (ay - B5) +ilad + B) (5)

Podemos usar esta formula para automatizar as contas.
(b) Automatizando agora as contas:

A linguagem de programagdo python tem alguma semelhanga sintdtica
com Pascal e € livremente distribuida. Vocé pode ignorar esta parte

da resposta (a parte de programagdo), ou fazer algum esfor¢o para
entender o programa.
Pode simplesmente rodar o programa baizando o compilador do python,
[6] e rodar o programa com

python complexos.py
Vocé encontra este programa em [8, complezos.py].

#! /usr/bin/python
# -*- coding: utf8 -*-

from sys import *
def produto(a,b,c,d):

return (a*c-b*d,axd+b*c)

al=input (’A parte real al = 7 ?)
bi=input (’A parte imagindria bl =1 7 ’)

print ’ \n’

a2=input (’A parte real a2 =7 ’)
b2=input (’A parte imagindria b2 = ? ’)

a3=0; b3=0;

(a3,b3) = produto(al,bl,a2,b2)

if (b1 < 0):

resposta = ’ (C+str(al)+’ ’+str(bl)+’ i)’
else:

resposta = > (P+str(al)+’ + ’+str(bl)+’ i)’
if (b2 < 0):

resposta = resposta +’ (’+str(a2)+’ ’+str(b2)+’ i)’
else:

resposta = resposta +’ (’+str(a2)+’ +’+str(b2)+’ i)’
if (b3 < 0):

resposta = resposta + ’ = (’+str(a3)+’ ’+ str(b3)+’i) \n’
else:

resposta = resposta + > = (P+str(a3)+’ + ’+ str(b3)+’i) \n’
stdout.write(resposta)

Algumas das multiplicagées com este programa:

complexos.py



A parte real al =7 2 [=1,1] e como temos mimeros complexos que fogem deste dominio restrito,

A parte imagindria bl =1 7 3 entdo, em cada caso eu vou extender as fungdes com zero fora do intervalo
[=1,1]. A re-definicio da equagdo (7) fica assim, em Matemdtica,

A parte real a2 =7 2

A parte imagindria b2 = 7?7 -3 sexr Sil O

(2 +31)(2-31) = (13 + 0i) filz) = q ouenttosex € (-1,1) V1-a® (8)
ou entao se x > 1 0

A parte real al =70 sex < —1 0

A parte imagindria bl =1 7 1 fo(xz) =4 ou entio se v € (—1,1) —V/1—2a? 9)
ou entao se x > 1 0

A parte real a2 =7 2

A parte imagindria b2 = 7 3 Esta é uma estrutura légica do tipo if () else que pode ser implementada

(0 +1i)(2+3 i) = (-3 + 2i) em gnuplot usando a estrutura de controle de fluzo

condicao ? equacaol : equacao2

A parte real al =70

A parte imagindria bl =1 7 1
A parte real a2 =7 0 filz)=(z<=-1)?20: (2 <1)?V/1—2%%2:0 (10)
A parte imagindria b2 = 7 -1 foz)=(z<=-1)20:(z<1)? =1 —2xx2:0 (11)

(0 +1i)(0 -11i) = (1 + 0i)
O resultado € o script do gnuplot

2. representagao geomélrica

set xrange [-4:4]

(a) Represente geométricamente os nimeros complexos set yrange [-4:4]
set arrow from 0,0 rto 0,1
i —i 1+ 1—i (6) set arrow from 0,0 rto 0,-1
2+3i 2-3i —2+3i —2-3i set arrow from 0,0 rto 1,1
set arrow from 0,0 rto 1,-1
(b) Desenhe o circulo unitdrio e marque a proje¢do de cada um dos set arrow from 0,0 rto 2,3
numeros complexos acima no circulo unitdrio. Calcule o arco de- set arrow from 0,0 rto 2,-3
terminado por cada um destes nimeros e o seu mddulo. set arrow from 0,0 rto -2,3
set arrow from 0,0 rto -2,-3
Solucao 2 Vou usar gnuplot e o comando f1(x) = (x<=-1)70:(x<1)7 sqrt(l - x*%*2):0
set arrow from a,b rto c,d £2(x) = (x<=-1)70:(x<1)7 -sqrt(l - x**2):0

set terminal postscript portrait enhanced color
set output ’exer01_01_01.eps’

plot 0, f1(x), f2(x)

print ’Aperte enter para finalizar’

pause -2

aplicado em cada um dos nimeros complexos acima. FEste comando do
gnuplot traga um segmento de reta entre os dois pontos indicados, desde
“rom” até “rto”. Ele possui diversas etiquetas, uma delas head que produz
a ponta da flecha. Vocé encontra este programa em [8].

Para conseguir o circulo unitdrio, eu vou usar duas fungoes,
file) =V1-22; folz) = —V1-a? (7)

Porém estas fungdes nao estao definidas para |z| maior do que 1. gnuplot
nao se incomodaria com isto mas o grdfico ficaria restrito ao intervalo

e vocé pode ver na figura (1) pdgina 5, o grdfico feito por gnuplot sequindo
o script acima.

3. notagao de Euler
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Figura 2: Circulo unitério dividido em oito partes iguais
b i
setores iguais por um octdgono, poligono regular convero de oito lados.
Cada um dos vértices corresponde a um dos valores da sucessao aritmética
. o
2 7 cuja razio € 5.
Podemos agora definir a adi¢ao por cogruéncia nesta progressao aritmética
de oito termos, a congruéncia maodulo 2w, isto, sempre a soma ultrapassar
3 | ] este valor, consideramos o resto na “divisdo inteira” por 2m. Definida?
assim esta adi¢do, temos um grupo aditivo comutativo no conjunto G.
Considere S, o circulo unitdrio de centro na origem como sendo o con-
a L L L L L L L junto de todos os mimeros complexos unitdrios. Desenhe S* e observe que
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 a notagdo, forma polar,
. . . s i0 ..
Figura 1: Ntmeros complexos e o circulo unitério e’ = COS(G) +1 s1n((7’) (12)
identifica qualguer ponto em S' usando como referéncia a “origem” (1,0)
4. notagdo de Euler e o arco 6. Marque os niimeros
Solugao 3 Vou incluir parte da solu¢ao da prorima questao aqui, o pro- ia . 0 T w3 —m —% =3 13
G p ¢ p q qut, 0 p e ’ae{’Z’§’I’ﬂ"T’7’T} (13)

grama x£ig que pode ser obtido livremente na internet nos permite fazer
dficos “manualmente” [ [

graficos “manualmente Esta identificagdo é uma fungdo bijetiva

A notagio de Euler' esta sendo usada aqui como uma etiqueta para cada )

um dos mimeros complexos #(t) = cos(t) + isen(t) = e

cos(a) + isen(a) = €' entre os elementos da progressio aritmética e os pontos sobre S'. Basta-
nos agora provar que

Na ﬁgum (2) pdgina 6, vocé p()de ver o circulo unitdrio divido em oito 2Evidentemente que estd mal definida, a presenca de aspas indicam que o autor confessa o
crime, mas alguma coisa tem que ficar para que o leitor complete, a verdade mesmo é que dé

trabalho para escrever corretamente este pardgrafo...

1Usualmente chamada férmula de Euler que pode ser demonstrada usando a férmula de
Taylor das fungées sen(), cos()



[

bz +y) = d(x)e(y) ; ¢(0) =1 (14)
para que a fungdo ¢ seja um isomorfismo de grupos, entre o grupo aditivo
G, a progressao artimética, e o grupo multiplicativo formado pelas imagens
et em St.

Quem prova isto é uma formula da trigonometria que vamos admitir.

Se multiplicarmos

d(s)o(t) = (15)

e®e’ = (cos(s) + isen(s))(cos(t) + isen(t)) = (16)
(cos(s)cos(t) — sen(s)sen(t)) + i(cos(s)sen(t) + sen(s)cos(t)) = (17)
cos(s +t) +isen(s +1) = et = ¢(s + 1) (18)

#(0)=1 (19)

a ultima equagao acima diz “o nimero complezo, cujo argumento € zero,
€ o mimero 17.

. notagdo de Euler Considere um nimero complexo, z, no plano. Ele de-

termina um circulo com centro na origem.

Solugao 4 (a) Trace o circulo e também S'. Verifique que a proje¢do
de z sobre S' determina um dangulo v e que portanto

z = pe (20)

Cada nimero complexo, z, determinando um ponto do plano, estard
ou na parte exterior do circulo unitdario ou em seu interior.

Se estiver no interior podemos prolongar o segmento de reta que re-
presenta z para cortar a curva do circulo. Se estiver no exterior o
segmento de reta que o representa jd corta a curva do circulo. Se
estiver na curva do circulo também neste caso determina um arco de
circulo que vai desde a origem

1=1+0i

até este ponto de encontro da reta que contém o nimero complezo,
z.

O arco que o nmiimero complexo, z desta forma determina sobre S de
forma tinica, se chama de argumento de z.

Como z também determina um triangulo retingulo entdo podemos
calcular o dngulo, (o argumento) por exemplo com

arg(z) = atan(g)
z

supondo que z = x + iy. FEsta expressao nao tem sentido quando con-
siderarmos um ponto sobre o eizo OY mas podemos extendé-la, para
este caso, afirmando que quando tivermos z € iR, for um nimero
complezo imaginario puro, o argumento serd

w

27
5

)3

No primeiro caso quando z for uwm multipo de i, e no outro caso
quando z for um maltiplo de -i. Em ambos caso a parte real, x é
zero, o que nos impediria de calcular usando o atan.

Aqui gosto de fazer comparagoes mostrando as “defini¢ées” que nds
matemdticos, somos for¢ados a fazer afim que a teoria fique bem ar-
rumada, um exemplo de situagao semelhante, € a defini¢ao de 0! que
completa a defini¢io que fala de um produto de nimeros num caso
em que nao hd nenhum nimero para multiplicar... O “0!” diz res-
peito a um congunto vazio de fatores e se relaciona com os “arranjos”
zero-a-zero de um conjunto de n elementos. Embora isto possa pa-
recer absurdo, € extremamente necessdrio e prdtico. Acima estamos
extendendo a defini¢io de uma fung¢ao para falar do argumento dos
nimeros complexos que tém a parte real nula.

Na figura (3) pdgina 8, vocé pode ver os nimeros complexos

3r —m
T =%
observe que a equivaléncia mencionada acima diz respeito a con-
gruéncia a que jd fizemos referéncia anteriormente.

. . 7 T .. 3 e
ci cujo argumento € idz cujo argumento €

2]

0 argumento de
a € zero

A
N

Figura 3: O argumento de um niimero real é zero ou 7



(b) Escreva as férmulas. Ezplicite p e 7.

p= V2?2 ;7 = atan(Y) (21)

x

e quando x = 0 o wvalor de v serd 5 ou & conforme o nimero

complezo z = = + iy seja um mailtiplo positivo® de i ou de —i.

(c) Justifique porque o par (p,v) se chama “coordenadas polares de z”.
Encontre as coordenadas polares dos nimeros complexos
Estas sao as coordenadas polares usadas em Cadlculo.

i —1 1+ 1—14

243 2-3i 2430 —2-3i (22)

(d) Faga uma pequena redagdo explicando como funciona a forma polar,
como, dados (p,0) podemos encontrar o ponto P no plano e vice-
versa, como dado um ponto P = (z,y) podemos encontrar suas coor-
denadas polares.

Espero que alguém me envie uma reda¢do da qual eu ac
autor para colocar aqui.

Ser co-

6. Vértices do poligono de 8 lados

(a) Verifique que os pontos €' na equagdo (20) determinam um poligono
regular convezo de 8 lados inscrito no circulo S*.

Solugao 5 Porque sio os pontos determinados por uma progressao
artimética, em que a razdo € o arco de circulo «, entao determina
uma malha uniforme sobre S' que sio os vértices de um poligono
reqular. O poliono é convexo porque seus vértices se encontram sobre
St

(b) representagio geométrica Verifique que os mimeros complexos iden-
tificados pela equagao (20), formam um grupo multiplicativo. Faca a
tabela de multiplicagdo usando a notagao de Euler. Mostre que eziste
um isomorfismo de grupos com o grupo aditivo

T T 3r -7 -

G=03 T T

Ty —Rjm (29)

em que a adi¢do € feita médulo-27. Faga a tabela de adi¢do do grupo
(G, +)-

Solugao 6 Feita acima com o isomorfismo de grupos.
7. Poligono de 5 lados Encontre um poligono de 5 lados inscrito em S*, que

determine um grupo multiplicativo de nimeros complexos. Exiba o grupo
aditivo que lhe € isomorfo.

3Fica para o leitor definir melhor o que significa miiltiplo positivo....

10.

11.

15.

1.

. Poligono de 9 lados Encontre wm poligono de 9 lados inscrito em S, que

determine um grupo multiplicativo de nimeros complexos. Exiba o grupo
aditivo que lhe € isomorfo.

. Poligono de n lados Descreva os vértices de um poligono de n lados ins-
crito em S, que determine um grupo multiplicativo de nmiimeros complezos.

Eziba o grupo aditivo que lhe € isomorfo.

Raizes da unidade Verifique que em todos os poligonos inscritos em S*,

nas questoes anteriores, os vértices elevados ao “nimero de lados” € igual
1, e, reciprocamente, qualquer vértice é uma das raizes n—ésima da uni-
dade em que n € o niumero de vértices.

Raizes da unidade Encontre, geométricamente, todas as raizes \/1. Des-

creva algébricamente as raizes encontradas. Sugestdo: use a notag¢do de
Euler.

. Calcule a imagem f(z) com

fz) =1+22+22 (24)
z2=1 z=—1 z=1+1 z=1—-1
2=2+3i 2=2-3i z2=-2+3i z=-2-3i

Calcule a imagem f(z) com

fz) =1 (26)
z=1 z=—i z=1+1 z=1—1

z2=24+3 2=2-3i z2=-2431 z=-2-3 @7

Calcule f(z) quando z = a + bi e discuta quando € impossivel calcular a
imagem.

Faga uma pequena redagdo com o titulo “inverso multiplicativo de niimeros
complezos”.

Resolva as equagoes (justifique todas as passagens):

34z=4+2i (28)
(3+2i)z+5-3i=T7—1i (29)
224+224+3=0 (30)
22 +322+52=0 (31)

. Considere um polinémio P a coeficientes reais. Mostre que se P(z) = 0

entao P(Z) = 0 , em outras palavras, se z for uma raiz de P entdo o seu
conjugado Z também serd uma raiz.
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16. Considere P(z) = ag+ a1z + az2% um polinémio a cocficientes complewos.
Desenvolva a expressio de P considerando

ap=up+vy; a1 =u+v1; az=ug+v2; 2=a+1iy (32)

e encontre a expressao das partes reais e imagindrias de P tal que
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